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复合管道轴对称导波改进半解析有限元建模 

胡剑虹 。，唐志峰 ，吕福在 ，潘晓弘 ，韩 烨 ，姜晓勇 
(1．浙江大学 现代制造工程研究所 ，浙江 杭州 310027；2．浙江大学 数字技术及仪器研究所，浙江 杭州 310027； 

3．中国计量学院 机电工程学院，杭州 310018；4．中石化长输油气管道检测有限公司，江苏 徐州 221008； 

5．杭州浙达精益机电技术股份有限公司，浙江 杭州 311121) 

摘 要 ：针对层状复合管道经典半 解析有限元 (SAFE)模型无法 直接 区分纵 向模 态导波 和扭转模 态导波 的问题 ， 

在 SAFE基本原理基础上结合纵向模态导波和扭转模态导波的力学特性，分别建立纵向模态导波和扭转模态导波 

的 SAFE模型．该模型实现了纵向模态导波和扭转模态导波的单独计算，避免了复杂的导波模态区分过程，减少了 

SAFE模型的计算工作量，提高了计算效率．通过与基于全局矩阵法原理的 PCdisp软件的计算结果比较，证明该 

SAFE模型具有 良好的计算精度．利用所建的 SAFE模型计算了环氧树脂钢管中纵向模态导波和扭转模态导波的 

传播特性． 
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Abstract：The traditional semi—analytical finite element(SAFE)models can not distinguish between longi— 

tudinal waves and torsional waves．The SAFE models of longitudinal waves and torsional waves were inde— 

pendently established based on basic SAFE principle combined with mechanical properties of longitudinal 

waves and torsional waves． The SAFE models respectively calculated longitudinal waves and torsional 

waves，avoided complex mode differentiation，reduced the computational complexity and improved the effi— 

ciency．The results of SAFE models were compared with PCdisp which is based on global matrix method to 

examine the accuracy of SAFE models．The examples of longitudinal waves and torsional waves propaga— 

ting in epoxy-Fe—epoxy composite pipe were analyzed． 
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层状复合管道由于具有良好的防腐性和力学特 

性 ，在工业上有着广泛的应用．对层状复合管道 中导 

波传播特性的研究，是超声导波无损检测技术在层 

状复合管道检测应用的基础． 

层状复合管道 中导波传播特性 的分析，通常采 

用全局矩阵法(GMM)和半解析有限元法 (SAFE)． 

GMM的基本思想是建立一个满足所有界面边界条 

件的全局矩阵方程 ，其解代表了所有层波 的性质．该 

方法虽算法稳定 ，但计算过程较复杂．基于全局矩阵 

法的原理 ，Lowe等 ]开发了商用 的 DISPERSE软 

件 ，SecoE3]开发 了开 源 的基 于 Matlab代码 的 PC— 

disp软件，刘增华等 对全局矩阵法的计算方法进 

行研究．sAFE法 的基本思想是 在波导截 面采 用有 

限元离散 ，在导波传播方 向引入解析分析．该方法结 

合 了解析法和有 限元 方法 的优点 ，计算 效率较 高． 

SAFE法求解导波在管道中传播问题有 2种方法． 

第 1种方法将管道视作任意形状截面的波导，在截 

面上进行有限元划分，结合导波传播方向上的谐波 

假设进行求解．该方法分析简单，模型 的通用性好 ， 

但计算量相对较大，Vesna等 。 采用该方法进行研 

究．第 2种方法利用管道结构的圆周对称性，将截面 

上的二维有限元网格简化成直径方向的一维有限元 

网格．该方法相对第一种方法大大提高 了计算效率 ， 

Mu采用该方法建立 SAFE模型_8 ]． 

Mu建立的 SAFE模型 的计算结果包含 了轴对 

称的纵向模态和扭转模态导波以及非轴对称的弯曲 

模态导波，Mu采用正交原理从 SAFE的计算结果中 

区分不同模态的导波．Mu的方法无法单独计算纵向 

模态或扭转模态导波，采用正交原理区分结果 中的纵 

向模态和扭转模态导波使得计算过程复杂化． 

针对 Mu的 SAFE模型在计算纵 向模态和扭转 

模态导波过程中的不足 ，本文结合纵 向模态和扭转 

模态 导 波 的 力 学 特 性 ，建 立 轴 对 称模 态 导 波 的 

SAFE模型，实现 了纵 向模态和扭转模态导波 的单 

独计算，避免了纵向模态和扭转模态导波的区分问 

题．本文将 SAFE模型的计算结果与基于全局矩 阵 

法的 PCdisp软件 的计 算结 果 进 行 对 比，检 验 了 

SAFE模型的计算 精度 ，最后给 出轴对称模态导波 

在环氧树脂钢管 中传播 的算例 ，对导波在黏弹性层 

状复合管道的传播研究有着一定的参考价值． 

1 轴对称模态导波的 SAFE模型 

1．1 轴对称模态导波力学特性分析 

管道结构中，导波沿着 方向传播，运动控制方 

程 可 以表示 成 

( + ) V·ll+ V ll—10雾． (1) 
根据 Helmoltz原理可知，位移矢量 H可以分解为标 

量的梯度 和零散度矢量 日 的旋度 ，即 

H— V + V× H ，1 

· H 一 0． J 
2 } ( ) 

根据文献Eg]可知，位移分量与势函数有以下关系成立： 

． ． 一 a f 1 OH． aHe ] 一 十 一 
’ l 

：== + 一 ， } (3) 一 十 一 ’ f 

． ． a ．1 a(H ) 1 aH l 一 十 
—  一 一  

‘

) 
对于纵 向模态导波 ，有 

为_o， l ㈩ 
H，一 一0．J 

因此 ，式(3)可以简化成 

a aH ] 

一 一 ’ 『 

一 。， l (5) 
． ． 一 a l OH l H I ：== 十 十 

‘

J 

根据应变与位移关系(几何方程)可知 ，应变分量可 

以表 示 成 

一  ’ 

￡ 一 了 ’ 

。 一  ， 。 一  ’ 

一

a I a乱 
一  十  ’ 

￡ 一 ￡＆ 一 0． 

(6) 

根据广义 Hooke定理(物理方程)可知 ，应力分量可 

以表示成 

一  ( + + )+2 ， 
一  (鲁+ +警)+2 ， 
=== ( + +鲁)+2 等， 
一  (篑+等)， 
— ＆ = 0． 

f竹 ．对 -q=相 转 樟 杰 导 游 ．右 

(7) 
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一 0， a ～ 

一 一o．J 

因此 ，式(3)可以简化成 

一  一  ，l 
：“：：0． J 

相应的应变分量和应力分量用下式来表示 ： 

e ：  一  ， 1 
e ： 警， d I 
e COO— e ：==e 一 0；J 

：  ( 一 )， 1 
一  ， } 一 ’ l 
一 一 一 一 o．J 

1．2 纵向模态导波的 SAFE模型 

对于层状复合管道结构，可以建立 rOz坐标系 

如图 1所示．根据式(5)～(7)可知，管道结构中纵向 

模态导波的位移分量、应变分量和应力分量可以 

表示成 

ll一 [ ，Uz] ， (12) 

8一 [￡ ，￡ ，￡∞，￡ ] ， (13) 
=== [ ， ， ， ] ． (14) 

选用二阶杆单元 网格在 r方 向进行有 限元离 

散，如图 1所示．对于二 阶杆单 元 网格 ，形 函数可 

以记作 

N 一生
2 

N 2— 1一 

N。一 

有限元网格中的任意一点的位移可以表示成 

图 1 有限元离散示意圈 

Fig．1 Diagram of FEM discretization 

(15) 

U ’= N ·Q“ ． (16) 

式 中：N为形 函数矩阵，可以记作 

．  

厂N 0 N2 0 N。 O 1 

N—l 0 N 0‘N。0 N。J " L 】 2 3 J 
Q 为网格节点位移向量，可以记作 

Q 一 [乱r1，U “r2， 坞，U柏]T× 

exp~i(kz—cot)]． (18) 

根据几何方程可知，网格中的应变向量可以表示成 

8 = (ikB1+B2)Q ． (19) 

式中： 

Bl— 

B 一 

0 0 0 0 0 0 

。 。 一 。学  
0 1一 0 0 1一 ￡  

丁25--1 o o 。 

2r 。 。学 o r Zr 
0 0 0 0 0 0 

o 。 。 

根据物理方程可知，网格 中的应力 向量可以表 

示为 

盯‘ ’： C(e s‘ ． (20) 

式 中：c 为 网格 的单元 刚度矩 阵，用 Lame常数 

和 可以表示成 

+2 o-1 

C( 一 l + 0 1．(21) I +2
／1 0 l l 

0 0 0 j 

根据虚功原理可知 ，任意有 限元网格的平衡控制方 

程可以表示成 

I lD㈦fidVJr-I adV一0． (22) 

式中： 和 88 分别为虚位移和虚应变 ，p“’为单 

元介质密度， 为单元体积． 

将式(16)、(18)～(20)代人式(22)，简化后可 

以得到 

[志 K{ +i最K5 +K； 一 M ]Q ===0． (23) 

式 中： 
(e) 

一  

ro 

B C㈤B(e)rdr， 

．

(e) 

’一 (一 i ’ c(。’ 。’+ 。 。’ ’)rdr， 

)  ) 、，  

／ 

、 ●● ●●● ●● ●●● ● ，●● ●● ●● ●J  
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K；。： 。 C( B(ze~rdr， 

M  一 0 P N Nrdr
． 

采用矩阵组装方法并经过单位转换矩阵处理后，可 

以得到 

[忌 K +b．K2+Ka～r．o。M]Q 一 0． (24) 

式(24)可以进一步改写成 

cA 一 ／al1)嘲一o． 
式 中： 

广 0 g3一 M 1 

A 一 ‘LK 一(UzM K j’ 3一 M K2 J 

B一 一叫 0]． 一l 1． 
L 0 ——K 1 J 

通过式(25)，可以建立 ark关系 ，在此基础上可以分 

析层状复合管道 中纵 向模态导波的传播特性． 

1．3 扭转模态导波的 SAFE模型 

通过与纵 向模态 导波的 SAFE模 型类似 的推 

导 ，可 以建 立 扭 转模 态 导 波 的 SAFE模 型．根据 

式(9)～(11)，管道结构 中扭转模态导波的位移分 

量 、应变分量和应力分量可以表示成 

= [‰] ， (26) 

8一 [￡☆， ￡m] ， (27) 

盯一 [ ， ] ． (28) 

经过二阶杆单元 网格离散后 ，有限元 网格 中任 意一 

点的位移可以表示成 

U‘ ===N ·Q‘ ． (29) 

式 中： 

N— EN ，Nz，N。]， (3O) 

Q = [ 1， 船， ∞]Texp[-i(kz—oat)]． (31) 

扭转模态导波的应变向量根据几何方程可以表示成 

s‘ 一 (ikBl+B2)Q ． (32) 

式中： 

一 『 卜 ， 
L 0 0 0 J 

『 o o 0 ] 
—

l垄二 ～笠 —2~e+—1一 I· L 
L 。 2r r L L 2r j 

应力向量根据物理方程可以表示成 

‘ ’一 C【 8‘ ． (33) 

式 中： 

C㈨一[ 0]． 
将式(29)、(31)、(32)代人式(23)～(25)，可 以得到 

扭转波的 SAFE模型 ，在此基础上可 以分析层状复 

合管道中扭转波的传播特性． 

1．4 轴对称模态导波 SAFE模型的特性 

轴对称模态导波 SAFE模型和 Mu建立的经典 

管道 SAFE模型相 比，有以下特性． 

1)克服了经典管道 SAFE模型无法单独 计算 

纵向模态或扭转模态导波的缺陷．由于在轴对称模 

态导波 SAFE建模过程 中融入 了纵 向模 态和扭转 

模态导波的力学特性，轴对称模态导波 SAFE模型 

的计算结果只包含纵向模态或扭转模态导波 ，避免 

了经典管道 SAFE模型的冗余计算和复杂的导波 

模态区分过程． 

2)简化了计算过程，提高了计算效率．表 1列举 

了SAFE模型中矩阵的规模．表中， 为有限元网格 

节点数．通过对比可以看出，纵向模态导波和扭转模 

态导波的 SAFE模型中的矩阵规模相对经典 SAFE 

模型大大减小． 

表 1 SAFE模型 中的矩阵 

Tab．1 Matrices in SAFE models 

1．5 导波传播特性分析 

导波的相速度可以通过定义表示成[】0_] 

C 一詈· (34) 
根据 志关系，通过式(34)可以计算导波的相速度． 

在弹性介质中，群速度是导波检测 系统采集到 

的实际信号的速度 ，也是辨识导波模态的重要依据． 

根据定义可知，群速度描述了导波波包包络的传播 

速度，可以表示成l_】。] 
1 

C 一 ． (35) 
U  

式(35)在计算群速度过程中存在微分运算，数值计 

算结果在 ark曲线变化剧烈处有很大 的误差．为 了 

避免该问题 ，采用 Bartoli等提 出的计算方法 ，群速 
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度的表达式[1妇为 

曩一 ． 
式中： Q 分别为SAFE模型特征方程的左、右 

特征 向量． 

对于黏弹性介质 ，群速度不再有物理意义 ，因此 

引入能流速度来描述黏弹性介质中导波能量的传播 

速度．根据定义可知，能流速度m 可以表示成 

IP dr 

一飘 。 7 
式中：P 为波矢量方 向上 的功率流密度 ，d为管 的 

壁厚 ，T为导波 的周期 ，e 为动能密 度，e。为应变 

能密度． 

2 数值计算 

2．1 SAFE模型的计算精度分析 

为了检验 SAFE模型的计算精度，以直径为 8O 

mm、壁厚为 5 mm的管为例，分别采用 SAFE模型 

和基于全局矩阵法的PCdisp软件计算纵向模态和 

扭转模态导波的相速度频散曲线，通过对比来考察 

SAFE模型的计算精度．计算 中钢管的材料 力学特 

性参数如表 2所示．表中，|0为密度 ，E为弹性模量 ，v 

为泊松比．计算结果如图 2所示．图中，虚线代表 8 

网格节点 SAFE模型计算结果 ，短划线代表 16网格 

节点 SAFE模型计 算结果 ，实线代 表 32网格节 点 

SAFE模型计算结果，点划线代表 PCdisp软件 的计 

算结果． 

完成上述计算，即完成频率为 0～900 kHz，步 

长为 1 kHz的钢管频散曲线计算，PCdisp软件和 32 

网格节点 SAFE模型的计算耗时如表 3所示． 

表 2 钢 管的材料 力学特性参数 

Tab．2 Mechanical parameters of steel pipe 

表 3 PCdisp与 SAFE模型计算耗时对 比 

Tab．3 Time—consuming comparing PCdisp with SAFE 

model S 

分析图2和表3的结果，可以得出以下结论． 

1)SAFE模型的计算结果随着网格节点数的增 

8 000 

6000 

g4 000 

2 000 

O 

8 000 

6 000 

宴4 000 

2 000 

O 

0 200 400 600 800 

f／kHz 

(a)扭转模态导波频散曲线 

0 200 400 600 8O0 

f／kHz 

(b)纵向模态导波频散同线 

图 2 钢管相速度频散 曲线 

Fig．2 Phase velocity dispersion curve of steel pipe 

加逐渐收敛于 PCdisp软件的计算结果，32网格节点 

SAFE模型的计算结果与 PCdisp软件的计算结果完 

全一致，说明SAFE模型具有相当高的计算精度． 

2)在相同网格节点数的条件下，低阶模态导波 

的计算结果的精度优于高阶模态导波的计算结果， 

故计算高阶模态导波时需要较多的网格节点数才能 

保证计算精度． 

3)从表 3的对比可以看出，采用本文建立的 

32网格节点sAFE模型计算纵向模态和扭转模态 

导波耗时分别为 PCdisp耗时的 11．3 和 4．4 ，大 

大提高了计算效率． 

2．2 黏弹性层状管道结构轴对称模态导波传播分析 

环氧树脂复合钢管在管路中比较常见，由于具 

有良好的耐蚀性和经济性，近年来越来越多地取代 

了镀锌钢管．本文研究 的环氧树脂复合钢管以钢管 

为基础 ，在内、外壁分别包覆环氧树脂层 ，各层材料 

的力学特性和结构尺寸分别如表 4和图 3所示．以 

环氧树脂复合钢管为例 ，研究导波在黏弹性层状复 

合管道结构中的传播特性． 

表 4 环氧树脂复合钢管 的材料力学特性参数 

Tab．4 Mechanical parameters of epoxy-Fe—epoxy composite 

pipe 

根据纵向模态导波和扭转模态导波的 SAFE 

模型，可以计算环氧树脂复合钢管中纵向模态导波 
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图 3 环氧树脂钢管 的几何尺 寸 

钢 

环氧 
树脂 

Fig．3 Geometric dimension of epoxy-Fe epoxy compos 

ite pipe 

的频散曲线(见图 4)和波结构(见 图 5)以及扭转模 

态导波的频散曲线(见图 6)和波结构(见图 7)． 

分析环氧树脂复合钢管 的相速度和能流速度曲 

线和波结构 ，可以得到以下结论． 

1)环氧树脂复合钢管中低阶纵向模态导波和扭转 

模态导波在高频时存在严重的衰减，且相速度和群速 

度在高频时呈现趋于环氧树脂的材料力学特性． 

2)本文考察频率为 200 kHz的导波衰减较小时的 

波结构．可以看出，在钢和环氧树脂边界，纵 向模态导 

波和扭转模态导波的波结构存在明显的突变． 
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图 4 环氧 树脂 钢 管纵 向模态 导 波的 相速 度 和 能流 速 

度 曲线 

Fig．4 Phase velocity curve and energy flow velocity 

curve of longitudinal waves in epoxy-Fe-epoxy 

composite pipe 

“ 

(a)L1 

图 5 环氧树脂钢管纵 向模态 导波的波结构 (200 kHz) 

Fig．5 Wave structure of longitudinal waves in epoxy- 

Fe—epoxy composite pipe (200 kH z) 

8 000 

6 000 

g 4 000 

2 000 

O 

6 000 

4 000 

2 000 

0 

。  

． ＼ 、 
— ～ ～ ⋯  

0 200 400 600 800 l 000 

f／kHz 

(a)相速度频散曲线 
／(Np·m ) 

0 200 400 600 800 l 000 

f／kHz 

(b)能流速度频散曲线 

图 6 环 氧树 脂钢 管 扭转 模态 导 波的 相速 度 和能 流 速 

度 曲线 

Fig．6 Phase velocity curve and energy flow velocity 

curve of torsional waves in epoxy-Fe—epoxy 

composite pipe 
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图 7 环氧树脂钢管扭转模态导波的波结构(200 kHz) 

Fig．7 Wave structure of torsional waves in epoxy-Fe— 

epoxy composite pipe(200 kHz) 

3 结 论 

(1)本文分析轴对称模态导波的力学特性，提出 
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一 种可以单独计算纵向模态导波和扭转模态导波的 

SAFE方法，大大提高了计算效率． 

(2)研究网格节点数对 SAFE模型计算精度的 

影响．将钢管 SAFE模型的结果与全局矩阵法进行 

对比，结果显示，钢管 SAFE模型和全局矩阵法完 

全一致，而且 SAFE模型的计算效率大大高于全局 

矩阵法． 

(3)应用轴对称模态导波的 SAFE模型，计算 

环氧树脂钢管中纵向模态导波和扭转模态导波的频 

散曲线和波结构．计算结果反映 了导波在黏弹性层 

状管道结构中的传播特性． 
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